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6.0¢ Lista de Exercicios Praticos Conceitos Basicos de Probabilidade

1) Considere um experimento que consiste em lancar dois dados equilibrados e registrar seus resultados em relagao
as faces que estavam para cima apds o lancamento. Admite-se que os resultados sejam perfeitos em todos os
langamentos, ou seja, nao existe a possibilidade de o dado langado cair em um posicao em que uma das suas seis
faces nao fique evidentemente voltada para cima. Pergunta-se:

a) Qual é o espago amostral deste experimento?
b
¢
d

) Qual é a cardinalidade deste espago amostral?

) E plausivel supor que os seus pontos sejam equiprovaveis?

) O que ¢ evento?

) Obter explicitamente os seguintes eventos: a) F: ocorreu um nimero menor ou igual a 2 no primeiro langamento.
b) Es: ocorreu o ntimero 6 no segundo langamento. ¢) E3: soma das faces dos dois langamentos ¢ igual a 6.

f) Os eventos Ey, Fy e F3 sdo mutuamente excludentes ou disjuntos?

g) Determinar os conjuntos (eventos) das intersecgoes F1Fs, E1Es3, EsE3 e E1FEyFE5. Determinar também o
conjunto (evento) correspondente a uniao £y U Ep U Es.

h) em palavras o que significa os eventos E1E3, FoF3 e E1 U Ey U E3?

2) Dado o espago amostral Q = {1, 2, 3}, cujos elementos sdo todos equiprovaveis. Quais dos subconjuntos a seguir
s@o considerados eventos: A = {1}, B=¢, C ={1,4}, D ={1, 2, 3}?

3) Counstruir os espagos amostrais para os seguintes experimentos aleatorios e verificar quais sdo contéveis e quais sdo
nao contaveis:
a) Registro dos sexos no nascimentos de dois animais.
b) Langamento de uma moeda equilibrada até que a primeira cara ocorra, ocasido que se encerra o experimento.
¢) Soma dos resultados das faces no langamento de dois dados equilibrados.
d) Tempo de vida de uma arvore.
e) Lancamento de uma moeda e registro da face que ficou virada para cima.

4) Em quais casos do exercicio 3 podemos aplicar o conceito de probabilidade classica para computar probabilidades
de eventos.

5) Dar exemplos de situagdes em que as probabilidades subjetivas podem ser utilizadas.

6) Para o espago amostral e eventos do exercicio 1, usando o conceito classico de probabilidades como medida de
probabilidade e as propriedades de probabilidade apresentas em aula, determinar as seguintes probabilidades?

a) P(Q) b) P(En) ¢) P(E») d) P(Es)

6) P(ElEQ) f) P(ElEg) g) P(EgEg) h) P(E1 UE2)

i) P(EyUEs) j)P(ExUEs) k) P(¢) 1) P(Ey, U Ey U Es)
m) P(EY) n) P(E3) 0) P((E1U E»)%) p) P((E1UE2U E3)°)

7) Os eventos A= {(MM),(MF),(FM)} e B= {(FF)} formam uma particao de Q = {(MM),(MF),(FM),(FF)}?

8) Para o espago amostral e os eventos do exercicio 1, usando o conceito classico de probabilidades como medida de
probabilidade, calcular as seguintes probabilidades:

a) P(E1|Es) b) P(E2|E1) ¢) P(E;|Es) d) P(E3|Ey)
e) Use o teorema de Bayes para computar P(FE1|E2), utilizando como conhecida probabilidade P(Fs|E;) do exercicio
(b) anterior. O resultado é igual ao encontra no exercicio (a), anterior?
f) Com base nas probabilidades P(E1|E3) e P(E;), podemos dizer se os eventos E; e Fy sao independentes?
g) Os eventos E; e E3 sdo independentes? Verifique isso usando as propriedades e discorra de forma intuitiva sobre

a possibilidade de independéncia dos dois eventos.

9) Considerando ninhadas de n = 3 filhotes de coelhos, construir o espago amostral considerando os nascimentos de
fémeas e machos, utilizando um diagrama de arvore e considerar os eventos “nascer macho” e “nascer fémea” como
equiprovéaveis. Calcular as probabilidades dos seguintes eventos:



a) nascimento de exatamente duas fémeas.

o

) nascimento de pelo menos um macho.

o

) nascimento de pelo menos duas fémeas.

d) nascimento de no maximo uma fémea.

10) Um exame clinico apresenta sensibilidade de 99% para detectar diabetes, ou seja, identifica a doenga de um individuo
que realmente a possui em 99% dos casos. Esse mesmo exame tem especificidade de 98%, ou seja, quando seu
resultado é negativo, significa que 98% dos casos identificados realmente nao apresentam a doenca. O primeiro
caso é o denotado por verdadeiro positivo e o segundo, por verdadeiro negativo. Assim, temos P(+|Doente) = 0,99
e P(—|Saudavel) = 0,98. Temos ainda que P(—|Doente) = 0,01 e P(+|Saudéavel) = 0,02, que sdo, respectivamente,
os falsos negativos e os falsos positivos. Na populagao brasileira, 6,5% das pessoas possuem diabetes. Pergunta-se
qual é a probabilidade de que uma pessoa seja diabética realmente quando o exame der resultado positivo?
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Resolucao

1) Para o experimento aleatorio do langamento de dois dados equilibrados temos as seguintes respostas:

a)

b)

o espaco amostral deste experimento é:

(LD, (L2), (1,3), (14), (15), (1,6),
(2,1), (2,2), (23), (24), (25), (2,0),
g G, (32), (33), (34), (3.5), (3,6),
] @D, (42), (43), (44), (45), (4,6),
(571)7 (572)7 (573)’ (574)7 (575)’ (576)7
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

A cardinalidade de Q é: || = 36, ou seja, é igual ao nimero de elementos que o conjunto possui, sendo neste
caso finita.

Sim, pois foi enunciado que os dados eram equilibrados.
Evento é qualquer subconjunto de €2, incluindo o conjunto vazio e o préprio 2.

O evento F1 é:

B :{ (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),}

! (2,1), (2,2), (2,3), (2.4), (2,5), (2,6)
O evento E» é:

EQ:{ (176), (276)7 (376)7 (476)7 (5,6)7 (676>}

Finalmente, o evento E3 é:
E; :{ (175)7 (274)7 (373>7 (472)a (571) }

Nao sao mutuamente excludentes, pois F1 FEy e F1F3 . Para serem mutuamente excludentes, eles teriam
b b

que possuir intersecao vazia para todos os pares possiveis, ou seja, E1FEs, F1FE3 e FyF3 deveriam ser todos

conjuntos vazios ¢.

As intersecgdes sdo: E1Es = {(1,6),(2,6)}, E1E3 = {(1,5),(2,4)}, E2E5 = ¢ ¢ E1E3E3 = ¢. A unido é:
(171>7 (172)’ (173)7 (174)’ (1’5)’ (1’6)7
_ ) @D, (22), (23), (24), (25), (20),
BIUBUES = o), 33, (2, (146), G, (0)

O significado de F4 E3 é a ocorréncia de um ntmero menor ou igual a 2 no primeiro langamento cuja soma das
duas faces seja igual a 6; o significado de FsF3 é a ocorréncia de uma face6 no primeiro langamento cuja soma
das duas faces seja igual também a 6, o que é um evento impossivel de ocorrer; e o significado de E1 U Es U E3
é a ocorréncia de um evento que tem ou um nimero 2 no primeiro lancamento, ou de um ntimero 6 no segundo
lancamento, ou cuja soma dos dois resultados seja igual a 6.

Sao eventos o conjunto A, B=¢ e D = . O conjunto C' nao é um subconjunto de §2, pois possui um elemento
que nao pertence ao espago amostral, o elemento 4.

Temos as seguintes respostas:

a)

b)

Registro dos sexos no nascimentos de dois animais - o espago amostral é:
Q={(MM),(MF),(FM),(FF)}.

Como o espago amostral é finito, entao ele é contavel.
Lancamento de uma moeda equilibrada até que a primeira cara ocorra, ocasiao que se encerra o experimento -
registrando cara com C e coroa com K, temos que o espaco amostral é:

0 ={C,KC,KKC.KKKC,KKKKC,---}.

Neste caso a cardinalidade de €) é infinita, ou seja, €2 possui infinitos elementos. Embora sejam infinitos, os
elementos podem ser associados com o conjunto de nimeros inteiros, o que neste caso confere a propriedade de
ser contavel ao espago amostral.
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¢) Soma dos resultados das faces no lancamento de dois dados equilibrados: o espago amostral neste caso, apro-
veitando o espaco amostral do exercicio nimero 1 para construi-lo é:

0 ={2,34,56,789,10,11,12} .

Como novamente este espago amostral tem finitos elementos, entao ele é contéavel.

d) Tempo de vida de uma arvore - o espago amostral é dado por:
Q =[0,00).

Neste caso, o espaco amostral nao é finito e além disso, nao se pode fazer uma associagao de seus elementos com
0s numeros inteiros, como anteriormente, sendo portanto um espago amostral nao contéavel.

e) Langamento de uma moeda e registro da face que ficou virada para cima - o espago amostral é:
Q={C,K}.
Com infinitos elementos, o espaco amostral é contavel.

4) Nos exemplos envolvendo os espagos amostrais do registro de sexo do nascimento de dois animais e do lancamento
de uma moeda podemos aplicar o conceito classico para computar probabilidades de eventos. Iso porque o espago
amostral tem cardinalidade finita e seus elementos sao equiprovéaveis. Nos demais casos, ndao podemos, pois ou
0s espagos amostrais sao contéaveis infinitos ou nao contaveis ou possuem elementos, quando contéaveis, com pro-
babilidades diferentes (ndo equiprovéveis), como ¢é o caso do espago amostral da soma das faces dos dois dados
langados.

5) Podemos utilizar as probabilidades subjetivas para avaliar a possibilidade de chover em um dado dia ao sairmos de
casa, de haver seca em um determinado ano, de nevar em um determinado ano, entre outros casos.

6) As probabilidades solicitadas, haja vista que P(w) = 1/36 para todo w € , sdo:

a) P(9) = [01/1] = 1.
b) P(E1) = [E1l/I0] = 12/36 = 1/3.
¢) P(Ez) = |Ea|/|Q] = 6/36 = 1/6.
d) P(Es) = |Fs|/|0) = 5/36.
e) P(EL\E,) = |E1Es|/|Q =2/36 =1/18.
f) P(E\Es) = |E1E3]/|Q =2/36 = 1/18.
g) P(E2E3) = |EyEs)/|] = 0/36 = 0.
h) P(FEy UEs) =|E; U Es|/|Q =16/36 = 4/9 que também pode ser obtida por:
P(E) U By) =P(Ey) + P(B;) ~ P(EVE) = oo+ o — =
36 36 36
16 4
3% o

i) P(E1 U Es) = |Ey U E3|/|Q =2/36 = 1/18 que também pode ser obtida por:

12 ) 2
P(EU By) =P(E) + P(By) ~ PRLE;) = 2 4 2= 2
__ 5
36 12
j) P(E2UE3) = |EyU Es5|/|Q] = 11/36 que também pode ser obtida por:
12 5
P(E2 U E3) =P(Es) + P(E3) — P(EqyE3) = 6 + i 0
_u
36
k) P ¢) —0.

P(ES)=1—P(E))=1—-1/6=5/6.
P(EyUEy)?)=1—P(EyUE,)) =1-4/9=5/9.

[=]

N — — ~— ~—

(
(
P(E{) =1-P(B)=1-1/3=2/3.
(
(

=]
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p)

P((F1UEyUE3))=1—-P(EyUE;UEs)=1-19/36 =17/36.

Sim, A e B formam uma partigdo de (2, pois sdo excludentes e sua uniao é o proprio €.

Temos os seguintes resultados:

a)

b)

c)

4)

e)

P(EL|Ey) &
P(E\NE, 1/18 1
P(E{|E>) = = = —.
P(Es|Ey) &
P(ENE, 1/18 1
P(Es|Eq) = = = —.
P(E,|E3) é
P(E;NE; 0
P(Eo|E3) = = =0.
(E2|Es) P(E3) 5/36 0
P(E3|Ey) &
P(E1NE 1/18 1
P =200 L8

P(Ey) 1/3 6
Usando o teorema de Bayes, considerando como conhecida P(E3|E;) = 1/6, temos:

CPBIEPE) (16 % (1/3) 1
P(E1|Ep) = P(B,) = 6 =3

Obviamente, o resultado ¢ o mesmo obtido anteriormente, por meio do conceito de probabilidades condicionais.

Temos que P(E;|E;) =1/3 e P(E;) = 1/3. Como a probabilidade condicional é igual a probabilidade incondi-
cional de F1, entdao E; e F5 sdo independentes. Podemos comprovar pela relagdo P(E; N Ey) = P(E,)P(E2) =
(1/3) x (1/6) = 1/18, que é o mesmo resultado obtido diretamente pela definigao classica de probabilidade para
P(E; N E5), comprovando a independéncia dos dois eventos. Assim, em palavras significa que a probabilidade
ocorrer um nimero menor ou igual a 2 no primeiro lancamento é independente de que tenha se ocorrido o
ntimero 6 no segundo langamento.

A probabilidade P(E;NE3) sera igual a P(E;)P(E3) no caso de independéncia dois dois eventos e diferente deste
valor, em caso contrario. Vimos que P(E1NE3) = 1/18. A probabilidade P(E1)P(E3) ¢ (1/3)x(5/36) = 5/108.
Como os dois resultados sao diferentes, entdo F; e F3 ndo sdo eventos independentes. Intuitivamente podemos
deduzir que os eventos nao sao independentes, pois dado que a soma das faces dos dois dados é igual a seis, limita
a ocorréncia de resultados com niimeros menores ou iguais a 2 no primeiro lancamento. Em outras palavras,
intuitivamente espera-se que a probabilidade marginal de ocorrer F; seja diferente da probabilidade condicional
de ocorrer E7, dado que ocorreu Fs e vice-versa.

9) O dendrograma (diagrama de arvore) é:

Fémea
—
Fémea

R ~ h Macho
Fémea

~_ _ Fémea
Macho

Macho

Fémea
Fémea
~ Macho
Macho R
~_ B Fémea
Macho

B Macho

O espago amostral é obtido considerando todos os ramos desse diagrama de arvore e resulta em:
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Q ={(FFF),(FFM),(FMF),(FMM),(MFF),(MFM),(MMF),(MMM)}.

Cada ponto deste é equiprovével, pois as probabilidades de nascimento de fémea e macho sao iguais e cada elemento
de Q tem probabilidade (1/2)% = 1/8.

As probabilidades dos eventos de interesse sao dadas a seguir, usando a medida cléassica de probabilidade, conside-
rando as cardinalidades dos eventos e do espago amostral.

a) nascimento de exatamente duas fémeas:

ool w

P(nascimento de exatamente duas fémeas) =—.

b) nascimento de pelo menos um macho:

7
P(nascimento de pelo menos um macho) =3

¢) nascimento de pelo menos duas fémeas:

. 4
P(nascimento de pelo menos duas fémeas) =3=3
d) nascimento de no maximo uma fémea:
: . . 4 1
P(nascimento de no maximo uma fémea:) =3~ 73

10) A probabilidade desejada, usando o teorema de Bayes é:

P(+|Doente) P(Doente)

P(Doente|+) = P

Se usarmos o teorema da probabilidade total podemos expressar P(+) por:

P(+) =P(+|Doente) P(Doente) + P(+|Saudavel) P(Saudavel).

Substituindo essa expressao na anterior, temos uma férmula alternativa do teorema de Bayes, dada por:

P(+|Doente) P(Doente)
P(+)
B P(+|Doente) P(Doente)
~ P(+|Doente) P(Doente) + P(+|Saudavel) P(Saudavel)
B 0,99 x 0,065 ~0,06435
0,99 x 0,065 + 0,02 x 0,935  0,08305
—0,7748344 = 77,48%.

P(Doente|+) =

Assim, se o resultado for positivo, a chance de o paciente de fato ser diabético é de 77,48%.
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